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INTRODUCTION A LA TOPOLOGIE. Informellement, la topologie est I’étude des objets mathématiques qui
persistent (survivent) lorsqu’on les déforme de fagon continue. On va étudier les classes d’équivalences de la
relation suivante : deux objets sont indiscernables si on peut en déformer un contintiment pour obtenir I'autre.

Par exemple, un tore plein et une tasse sont en fait le méme objet topologique. Un espace topologique est un
ensemble X muni d’une topologie. On peut alors étudier directement X ou étudier des applications entre de
tels espaces f: X — Y. Ces dernieres applications seront des morphismes, . e. elles préservent la structure qui
nous intéressent. Ici, ce sera les applications continues. On travaillera avec des suites, beaucoup d’espaces, des
ensembles finis et infinis.

THEORIE NAIVE DES ENSEMBLES

DEFINITION 0.1 (informelle). Un ensemble fini est une collection d’objets (mathématiques) qu’on peut énumérer
entierement en un temps fini. On admettra qu’il existe des ensembles infinis.

Pour nous, il faudra toujours définir un ensemble comme une partie d’un ensemble déja connu X, 7. e. de la
forme A = {z € X | x vérifie (P)}. On prendra le soin de bien écrire « € X » pour bien spécifier qu’on se base
sur cet ensemble connu X.

DEFINITION 0.2. Soit X un ensemble.

— On note z € X si x est un élément de X.

— On pose ) = {z € X | 1 = 2}. Cette définition ne dépend pas de X. L’ensemble vide () est caractérisé par, pour
tout x, on a = ¢ 0.

— On note #(X) 'ensemble des parties de X.

— Soit {X; | ¢ € I'} une collection d’ensemble. On définit

Xi={z|Viel,zeX;} et |JXi={z|3iel X}
i€l i€l

— Soient A et B deux ensembles. On définit A x B = {(a,b) | a € A,b € B}.

— Une fonction f: A — B est donnée par son graphe I' := {(a, f(a)) € A X B |a € A}.

EXERCICE 0.1. Montrons qu’on peut définir (a,b) := {a, {a,b}}.

REMARQUE. Soit B un ensemble. On a () x B = (J, donc on peut définir une fonction f: () — B par son graphe
I' = (. On peut donc définir une unique fonction de @) dans B.

LES ENSEMBLES USUELS DE NOMBRES

Les entiers naturels

On définit 0 =0, 1 = {0}, 2= {0,{0}} = {0,1}, ... On définit Popération successeur S(n) = {0,1,2,...,n}
et on va noter cet élément n + 1. On peut ainsi définir I’addition.

AXIOME 0.3 (de l'infini). 1l existe un ensemble N formé de toutes les itérations de successeur appliqué a (.
On peut alors définir Z. On va plonger N dans N x N par l’application n — (n,0). On pose la relation

d’équivalence (a,b) ~ (a’,b') si et seulement si a + b = a’ + b. On note alors Z = (N x N)/~. On définit les
nombres négatifs par les classes (0,n) qu'on note —n et les nombre positifs par les classes (n,0) qu’on note n.

Construction des rationnels

On peut construire I'ensemble des rationnels Q comme partie de N X Z. On pose la relation d’équivalence
(a,b) ~ (a’,b') si et seulement si ab’ = ba’. On pose alors Q = (N x Z)/~ et, si r = (a,b) € Q, on note r = a/b.
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0.2.3

o.2. LES ENSEMBLES USUELS DE NOMBRES

Cardinaux et dénombrabilité

DEFINITION 0.4. Pour tout n € N, le cardinal n est la classe d’équivalence des ensembles & n éléments, . e. en
bijection avec n, pour la relation « étre en bijection ». Donc deux ensembles finis A et B ont le méme cardinal si
et seulement s’il existe une bijection de A dans B. On étend cette définition aux ensembles infinis.

REMARQUE. Les ensembles N et Z ont méme cardinal, appelé le cardinal dénombrable. Un ensemble est
dénombrable s’il est en bijection avec N. Par fois, on dit parfois que les ensembles finis sont dénombrables.

EXERCICE 0.2. Montrer que Q est dénombrable. On pourra utiliser le théoréme suivant : si A et B sont deux
ensembles et il existe des injections de A dans B et de B dans A, alors il existe une bijection de A dans B.

Définition axiomatique des réels

THEOREME 0.5. Il existe un ensemble R qui posséde les propriétés suivantes :
1. (R,+, x) est un corps;
2. c’est un ensemble totalement ordonné;
3. la relation d’ordre est compatible avec la structure de corps, i. e.
(a) pour tous z,y,z € R, six <y, alors z+ 2z <y + z;
(b) pour tous z,y € R, si 0 < z et 0 < y, alors 0 < xy;
4. toute partie majorée pour la relation d’ordre non vide admet une borne supérieure.

Tout ensemble qui possede ces propriétés est isomorphe a R, 7. e. préservant ’addition, la multiplication et I’ordre.

EXERCICE 0.3. 1. Soient z,y € R tels que z < y. Montrer qu’il existe z € R tel que x < z < y.

2. Montrer que R contient N, i. e. qu’il existe une injection de N dans R préservant ’ordre et ’addition.
3. Montrer que R contient Q.

4. Montrer que R est archimédien, 7. e. pour tout = € R, il existe n € N tel que n > =z.

5. Montrer que R est en bijection avec & (N).
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ESPACES TOPOLOGIQUES

Définition d’une topologie

DEFINITION 1.1.  Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X toute partie 7 de (X)) vérifiant

1. 0erTet XeT,
2. T est stable par union quelconque, 7. e. pour toute famille (O;);cr de 7, on a | J;c; O; € T,
3. T est stable par intersection finie, 7. e. pour tous 01,02 € 7, on a O1 N O € T.

EXEMPLES. — La topologie grossiere est 7 = {0}, X }.
— La topologie discrete est 7 = Z2(X).
- Si X ={a,b,c}, alors 7 = {0, X, {a}} est une topologie.

REMARQUE. Un élément x de X est souvent appelé un point de X.

EXERCICE 1.1. Si 7 et 79 sont des topologies sur X, montrer que 73 N7y est encore un topologie sur X. Montrer
que ce n’est pas vrai avec I'union.

DEFINITION 1.2. Un ensemble X muni d’une topologie 7 s’appelle un espace topologique. On devrait dire que

le couple (X, 7) est un espace topologique. Si la topologie est sous-entendue, on pourra dire juste X.

Ouverts et fermés

DEFINITION 1.3. Soit (X, 7) un espace topologique. Les éléments de 7 sont appelés les ouverts de X.

Intuitivement, les ouverts sont les « filtres » ou « lentilles » pour étudier topologiquement 1’ensemble X. S’il
y a beaucoup d’ouverts, on pourra faire une étude plus fine.

DEFINITION 1.4. Soit (X, 7) un espace topologique. Une partie F' C X est dite fermée si Cx F est ouvert, i. e.
appartient a 7.

PROPOSITION 1.5. 1. Les ensembles ) et X sont & la fois ouverts et fermés.
2. Une intersection quelconque de fermés est fermée.

3. Une union finie de fermés est fermée.

REMARQUES. — On peut donc définir une topologie par les fermées avec ces « axiomes ».
— Une partie de X est en général ni ouverte ni fermée.

EXEMPLE. Soient X = {a,b,c} et 7 = {0, X, {a}}. Alors la partie {b} est ni ouverte ni fermée.

Voisinages

Espaces topologiques — CHAPITRE 1 3



1.1.4

1.1. ESPACES TOPOLOGIQUES

DEFINITION 1.6. Soient (X, 7) un espace topologique et z € X. On appelle voisinage de x toute partie V C X
qui contient un ouvert contenant z. On note ¥ (x) ’ensemble des voisinages de x.

PROPOSITION 1.7. Dans un espaces topologique, une partie O C X est ouverte si et seulement si O est voisinage
de chacun de ses points, i. e.

Ve e O, O eV (x).

Preuve => Si O C X est ouvert, alors O est un ouvert contenant x pour tout x € X, donc il contient un ouvert
contenant z, donc O € ¥ ().

<= Soit O C X une partie voisinage de tous ses points. Soit = € O. Il existe un ouvert €2, contenu dans O et
contenant x. Pour ne pas avoir a recourir a ’axiome du choix, on note &, de ces ouverts contenu dans O et
contenant . On pose alors Q, = (Joe o, 2. Alors Q. est un ouvert contenu dans O et contenant x. Par double

inclusion, on montre alors que O = | J,co {2z, donc O est bien un ouvert comme union d’ouverts. ]

Bases d’ouverts et bases de voisinages

DEFINITION 1.8. Soit (X, 7) un espace topologique. On appelle base d’ouverts de T une famille % d’ouverts
telle que tout ouvert de X s’obtient comme une union quelconque d’intersections finies d’éléments de %.

PROPOSITION 1.9. Si deux topologies 71 et 7o ont une base d’ouverts commune %, alors 7y = 7.

Preuve Soit Oy € 71. Par hypothese, 'ouvert O; est un union d’intersections finies d’éléments de Z. Or ces
éléments sont également dans 75. Par axiomes des ouverts, les unions d’intersections finies restent dans 79, donc
01 € 5. D’ou 71 C 73. De méme pour 'autre inclusion, d’ou 7, = 75. O

PROPOSITION 1.10 (topologie engendrée par une base). Soient X un ensemble et # C (X)) dont 'union des
parties de Z est égale a X. Alors il existe une unique topologie 7 sur X pour laquelle # est une base d’ouverts :
¢’est Uintersection de toutes les topologies qui contiennent % (comme partie) et c¢’est aussi 'ensemble des unions
d’intersections finies d’éléments de 4.

Preuve Soit 7(%) I’ensemble des unions d’intersections finies d’éléments de Z. Montrons que 7(%) est une
topologie. On a bien ) € 7(#) par union vide et X € 7(%) par hypothése. De plus, 'ensemble 7(%) est bien
stable par unions quelconques et intersections finies.

On a bien 7(#) C A, donc lintersection de toutes les topologies 7 qui contiennent % est une topologie
contenant & et contenu dans 7(%). Mais toute topologie contenant % doit contenir 7(%) par axiomes des
ouverts, donc 7 = 7(%). O

DEFINITION 1.11. Sur R, on appelle topologie usuelle la topologie engendrée par les intervalles ouverts de R.

EXERCICE 1.2. 1. Montrer que tout ouvert de R pour la topologie usuelle est une union d’intervalles ouverts.
2. Montrer que R admet une base dénombrables d’ouverts.

DEFINITION 1.12. Soient (X,7) un espace topologique et z € X. On appelle base de voisinages de x toute
famille Y (x) de voisinages de X telle que tout voisinage de = contient un élément de la famille Y (x), i. e.

YW e ¥ (x), 3U € BV (x), UCW.

EXEMPLE. Pour la topologie usuelle sur R, I’ensemble des intervalles ouverts contenant x € R est une base
de voisinage de z. En effet, tout ouvert est une union d’intervalles ouverts. Soit W € #'(z). Par définition, il
existe O € 7 tel que O C W et z € O. Or O est une union d’intervalles ouverts, donc x appartient a I’'un de ces
intervalles.

PROPOSITION 1.13. Soient 7 et 75 deux topologies sur X. Si 71 et 75 admettent en tout point x € E des bases
de voisinages communes BY (x), alors 71 = To.

Preuve Soit O; € 7. Alors O; est un 71i-voisinage de tous ces points. Donc pour tout = € Oq, il existe
Ue BY(x)tel que x € U C O1. Or U est un 11-voisinage de x, donc c’est un 7o-voisinage de z, donc O; € 7.
D’ou 7y C 79, donc 71 = 75. O

REMARQUE. Toute partie qui contient un voisinage de x est un voisinage de z.

EXERCICE 1.3 (droite de SORGENFREY). Sur R, soit 74 la topologie engendrée par les intervalles [a, b[. Montrer
que la topologie usuelle est contenue dans 7.
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1.1.5

1.2. ESPACES METRIQUES

Topologie induite

DEFINITION 1.14. Soient (X, 7) un espace topologique et A C X. On appelle topologie induite sur A par 7 la
topologie 74 == {ANO | O € 7} sur A. On dit que AN O est la trace de O sur A.

EXERCICE 1.4. Soit B C A C X. Montrer que les topologies induites sur B par 7 et par 74 sont les mémes.

PROPRIETE 1.15. Soit A C X.

1. Les fermés de A pour 74 sont les traces des fermés de X pour 7 sur A.
2. Soit © € A. Les voisinages de x pour 74 sont les traces des voisinages de x pour 7 sur A

EXEMPLES. 1. La topologie induite sur Z par la topologie usuelle 7 sur R est la topologie discrete. En effet,
pour tout n € N, I'intervalle |n — 1/2,n + 1/2[ est un ouvert, dans sa trace {n} sur Z est un ouvert de Z. Par
union quelconque, n’importe quelle partie de Z est un ouvert. D’ot 7, = Z(Z).

2. Soient A =1[0,2[ et B = [0, 1]. Alors B est ouvert dans A car B =]—1,1[N A ou |1, 1] est un ouvert de R.

3. Soient A =R\ Q et B= ANJ0,1]. Alors B est fermé dans A car [0, 1] est un fermé de R, mais c’est également
un ouvert car B = ANJ0,1[.

ESPACES METRIQUES

Les espaces métriques forment une sous-classe trés importante d’espace topologiques particuliers ou les
ouverts sont définies & ’aide d’une distance. Le terme « métrique » vient du grec metrikos, signifiant « qui peut
étre mesuré ».

Définition

DEFINITION 1.16. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application d: X x X — R vérifiant

1. pour tous z,y € X,onad(z,y) =0z =y; (séparation)
2. pour tous z,y € X, on a d(z,y) = d(y,x); (symétrie)
3. pour tous z,y,z € X, on a d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2). (inégalité triangulaire)

Le couple (X, d) s’appelle un espace métrique.

REMARQUE. Une distance prend des valeurs positives. En effet, I'inégalité triangulaire pour z = x donne
d(z,x) < d(x,y) + d(y, x). Par symétrie et séparation, on a donc 0 < 2d(z,y).

EXEMPLES. 1. Sur R, la distance usuelle est 'application (z,y) — |z — y|. Idem sur Q, Z et N.
2. Sur R?, les distance euclidienne, SNCF, 1 et infinie sont respectivement définies par

da: ((21,51), (@2, 92)) > /(@1 —22)2 + (31 — 92)2,

da(z,y si x et y sont colinéaires,
dsner: ((v1,91), (22, y2)) — { 2(2,9)

da(2,0) + d2(0,y) sinon,
di: ((x1,91), (92,92)) — |21 — 2| + [y1 — ¥2/,
doo: ((z1,91), (22,y2)) — max {|z1 — z2|,[y1 — v2l} .
3. Sur n’importe quel ensemble X, on peut définir la distance triviale

0 siz=y,

1 sinon.

disiv: (z,9) € X2 — {

PROPOSITION 1.17. Soient (X, d) un espace métrique et z,y, 2z € X. Alors |d(z,y) — d(z, 2)| < d(y, 2).

Preuve On vérifie les deux inégalités

D’ou le résultat. O

DEFINITION 1.18. Soient (X, d) un espace métrique, z € X et 7 > 0. On appelle boule ouverte de centre z et de

Espaces topologiques — CHAPITRE 1 5



1.2. ESPACES METRIQUES

rayon r la partie de X définie comme
B(z,r) ={y € X [ d(z,y) <r}.
On appelle boule fermée de centre x et de rayon r la partie de X définie comme

Be(x,r) ={y € X | d(z,y) < r}.

EXEMPLES. — Sur R muni de sa distance usuelle, on a B(z,7) = o — r,x + r[ et Be(z,7) =[x — r,x + 7]

— Sur R? euclidien, les boules sont des disques et, sur (R?,d.,), les boules sont des carrés.

EXERCICE 1.5. Soient € X et R > 0. Montrer que | Jo<, <z B(z,r) = B(z, R) et |J,~r B(z,r) = Be(z, R).

Topologie des espaces métriques

Tout espace métrique posséde une topologie naturelle qui sera toujours choisie (sauf mention explicite du
contraire), c’est la topologie suivante.

DEFINITION 1.19. Soit (X, d) un espace métrique. La topologie associée a la distance d sur X est Pensemble des
parties Q C X telle que tout point de €2 est le centre d’une boule ouverte contenue dans Q.

Preuve Montrons que cela définie bien une topologie 74. Les ensemble () et X sont bien dans cette topologie.
Soit (Qa)acr une famille de 74. Soit € Jyer Qa- Il existe ag € I tel que z € Qy,, donc il existe rg > 0 tel
que B(z,79) C Qq,, donc B(z,79) C (Jaes Qa- Soient Q,Qs € 74. Soit € O N Q. 11 existe r1,72 > 0 tels
que B(x,r1) C Qy et B(z,72) C Q. Or B(x,r1) NB(x,re) = B(x, min {ry,r2}) C Q1 N Q. Donc 74 est bien une
topologie sur X. a

PROPOSITION 1.20. Toute boule ouverte est un ouvert pour la topologie associée a la distance.
Preuve Soient x € X et R > 0. Montrons que B := B(z, R) est un ouvert. Soit y € B. On note p = d(y,x) et
r:= (R — p)/2. Il suffit de montrer que B(y,r) C B. Soit z € X tel que d(y,z) <r. On a

R+p

d(z,2z) <d(z,y)+d(y,z) < p+r= < R.

Donc z € B. Donc la boule B est un ouvert. (]
REMARQUE. Par définition, les boules B(z,7) avec r > 0 forment une base de voisinage de z.

COROLLAIRE 1.21. Tout ouvert d’un espace métrique est une union de boules ouvertes.

EXERCICE 1.6. Montrer que la topologie métrique est engendrée par les boules.
COROLLAIRE 1.22. La topologie usuelle de R coincide avec la topologie associée a la distance usuelle.

PRrROPOSITION 1.23. Dans un espace métrique,

1. tout point admet une base dénombrable de voisinages;
2. 'ensemble des boules de rayon 1/n avec n € N* forment une base d’ouverts.

Preuve 1. Soient x € X et V € ¥(x). Il existe r > 0 tel que B(z,r) C V. Pour n > 1/r, on a B(z,1/n) C
B(z,r) C V. Donc lensemble {B(z,1/n) | n € N*} forme une base de voisinage de z.

2. Soit © un ouvert. On sait que €2 est une union de boules centrées en x. Ces boules contiennent des boules
centrées en x et de rayon 1/n,, donc Q = | J,cq B(z,1/n;). Donc I'ensemble {B(z,1/n) | z € X,n € N*} forme
une base d’ouvert. |

DEFINITION 1.24. Une topologie sur un ensemble X est dite métrisable si elle provient d’une distance sur X.

EXERCICE 1.7. Il existe des topologies non métrisables. Montrer que la topologie grossiere sur un ensemble
avec au moins deux éléments n’est pas métrisable. On pourra considérer la boule B(z, d(x,y)/2) pour x # y.

DEFINITION 1.25. Soient (X, d) un espace métrique et A C X. Alors 'application d|4x 4, notée da, définit une
distance sur A. On dit que (A, d4) est un sous-espace métrique de (X, d).

| PROPOSITION 1.26. La topologie associée a d4 est égale & la topologie induite par celle de X sur A.

6 Espaces topologiques — CHAPITRE 1



1.3. INTERIEUR, ADHERENCE ET FRONTIERE

1.2.3 Autres notions métriques

1.3

DEFINITION 1.27. — On dit qu'une partie A C X est bornée si elle est contenue dans une boule.

— Soient X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. On dit qu’une fonction f: X — Y est bornée si son image
f(X) est bornée. On note %, (X, (Y,d)) 'ensemble des fonctions bornées de X dans (Y, d). On peut lui associer
une distance, dite distance uniforme, définie par

Fo(X, (Y, d)) x Fp(X, (Y,d)) — R,
(f,9) = doo(f, g) = sup d(f(z), g(x)).

zeX

DEFINITION 1.28. Soient (X,dx) et (Y, dy) deux espaces métriques. On définit des distances sur X x Y par
di: ((v1,91), (2, y2)) = dx (z1,72) + dy (y1,92),
doo: ((x1,91), (x2,92)) — max {dx (21, 22), dy (y1,¥2)} ,

da: (w1, 91): (2,92)) — \/dx (a1, 22)2 + dy (1,922
On peut généraliser a X1 X -+ x Xy.

DEFINITION 1.29. La distance d’un point x € A & une partie A C X est définie par
d(z,A) = inf d(z,a).
(¢, 4) = inf d(z,0)

La distance entre deux parties A, B C X est définie par

d(A, B) = gig% d(a,b) = ;Ielg d(a,B) = bigg d(b, A).

REMARQUE. Cette derniére définition ne définie par une distance sur £ (X) car I'axiome de séparation n’est
pas vérifié.

Norme et espace vectoriel normé

Dans cette section, tous les espaces vectoriels sont sur le corps K =R ou C.

DEFINITION 1.30. Soit £ un K-espace vectoriel. Une norme sur F est une application z € E — ||z|| vérifiant

1. pour tout z € E,on a ||z|| =0= 2 =0; (séparation)
2. pour tous x € E et A € K, on a ||Az|| = |A|||z]]; (homogénéité)
3. pour tous z,y € E, on a ||z + y| < ||z| + ||yl (inégalité triangulaire)

Le couple (E, || ||) s’appelle un espace vectoriel normé.

PROPOSITION 1.31.  Tout espace vectoriel normé (E, || ||) est métrique pour la distance (z,y) — ||z — y||.

REMARQUE. Soient F' un espace vectoriel normé et X un ensemble. On note %, = %, (X, F). La distance doo
sur .%;, provient de la norme || || sur lespace vectoriel %y, i. e. pour tous f,g € %, on a

[flloe = sup [F (@) et doo(fi9) = IIf — 9l
rzeX

INTERIEUR, ADHERENCE ET FRONTIERE

Soit (X, 7) un espace topologique. Toute partie A C X peut étre « optimalement » encadrée par un ouvert et
un fermé. On veut donc définir des ouverts et ces fermés.
DEFINITION 1.32. Soit A C X. Lintérieur de A est 'union des ouverts contenus dans A. On le note

A:UQ

T3QCA

PROPOSITION 1.33. 1. La partie A est le plus grand ouvert contenu dans E, c’est I'unique ouvert contenu dans
A qui contient tout ouvert contenu dans A.

2. La partie A est ouvert si et seulement si A = A.

Preuwve 1. La partie A est ouverte comme union d’ouverts. Si B C A est un ouvert, alors B € Ursaca 2= A.
Réciproquement, si B C A est un ouvert vérifiant 2 C B pour tout ouvert 2 C A, donc | J,50-4 2 C B, donc
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1.4

1.4.1

1.4. LIMITES

A C B et B fait partie des €2, donc B C A.
2. Si A est ouvert, alors A fait partie des 2, donc A C AcA sia= A, alors A est un ouvert. O

EXERCICE 1.8. Dans un espaces vectoriels normés, montrer que l'intérieur d’une boule fermée est la boule
ouvert. Ce n’est pas forcément le cas dans un espace métrique. En effet, munissons un ensemble X de la distance
triviale. Alors lintérieur de A = Bg(x,1) = X est X. Donc

o

Be(z,1) = Bg(x,1) et B(z,1)={z}= @ # Be(z, 1).

DEFINITION 1.34. Un point x € X est un point intérieur & A si A est un voisinage de z.
PROPOSITION 1.35 (caractérisation locale). Alors x € A si et seulement si x est un point intérieur & A.

Preuve Le point x appartient & A si et seulement s'il existe un ouvert Q2 C A tel que z € Q) si et seulement si A
est un voisinage de x si et seulement si x est un point intérieur de A. O

DEFINITION 1.36. Soit A C X. L’adhérence de A est I'intersection des fermés contenus dans A. On le note A.

PROPOSITION 1.37. 1. La partie A est le plus grand fermé contenant dans E.
2. La partie A est fermée si et seulement si A = A.

PROPOSITION 1.38. Alors
ExA = Cxﬁ et 6;4 = CXZ

DEFINITION 1.39. Un point € X est un point adhérent & A si tout voisinage de x rencontre A

PROPOSITION 1.40 (caractérisation locale). Alors & € A si et seulement si z est un point adhérent a A.

Preuve Le point = n’est pas adhérent & A si et seulement s’il existe V € ¥ (z) tel que VN A =0, 4. e. V € CxA
si et seulement si

x € ExA = CXZ
si et seulement si z & A. O

DEFINITION 1.41. Un point z € X est un point d’accumulation de A si tout voisinage de z rencontre A en un
point différent de .

EXEMPLES. — Le point 0 est adhérent & {z}, mais il n’est pas un point d’accumulation de {0}.
— Le point 0 est un point d’accumulation de {1/n | n € N*}.

DEFINITION 1.42. La partie 04 :== A\ A est appelée la frontiére de A.
REMARQUE. D’apreés la proposition 1.38, on a 94 = AN Cx A.
DEFINITION 1.43. Soit A C X. On dit que A est dense dans X si A = X.

ExEMPLE. L’ensemble Q est dense dans R.

DEFINITION 1.44. On dit qu'un espace topologique X est séparable s’il contient une partie dénombrable dense.

EXEMPLE. L’exemple précédent donne que R est séparable pour la topologie usuelle.

LIMITES

Limite d’une suite

DEFINITION 1.45. Soient (X, 7) un espace topologique et (z,)nen une suite de X. On dit qu'un point £ € X est
une limite de la suite (2, )nen si

YWev{),IN>0,Vn>2N, xz,€V

> EXEMPLE. Sion munit X de la topologie grossiére, alors tout point est limite de toute suite de X.
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1.4. LIMITES

o REMARQUE. Sion dispose d’une base de voisinages % de ¢, on peut remplacer « YV € ¥ (¢) » par « VV € BY ».

1.4.2

1.4.3

En effet, supposons la définition vérifiée avec « YV € BY ». Soit V € ¥ (z). Alors il existe W € BY tel que
W C V. Les éléments x,, appartiennent donc & W a partir d'un certain rang, donc z,, € V' a partir d’un certain
rang. On montre identiquement la réciproque.

APPLICATION. Dans un espace métrique (X, d), on peut choisir V. = B(¢,¢) avec € > 0 ou V,, = B({,1/(n+1))
avec n € N. Alors ¢ est limite de la suite (z,)nen si et seulement si

Ve>0,IN >0, Vn > N, d({l,z,) <e.

Espace topologique séparé, unicité de la limite

DEFINITION 1.46. Un espace topologie (X, T) est séparé (ou de HAUSDORFF) si deux points distincts de X
admettent des voisinages respectifs disjoints.

REMARQUE. Cette définition est équivalente a ce que, pour tous x # y, il existe deux ouverts 2, et €, disjoints
tels que x € Q; et y € §,.

PROPRIETE 1.47. Les espaces métriques sont séparés.

Preuve Soient (X, d) un espace métrique et 2,y € X tels que x # y. Soit § := d(z,y). On choisit V,, :== B(x,4/3)
et V,, .= B(y,/3). Alors les parties V,, et V, sont respectivement des voisinages de x et y et ils sont disjoints. [

EXEMPLES. — La topologie grossiére sur un ensemble de cardinal supérieur ou égal a 2 n’est pas séparée.

— o Recollement topologique. On pose X = ]—00,0]U[L, +oo[. Soit Z la famille contenant les ouverts de |1, +o0],
les ouverts de |—00, 0] et les ensembles de la forme Ja, 0] U [1, 5[ avec a < 0 et b > 1. Soit 7 la topologie engendrée
par la famille . Cette topologie n’est pas séparée car on ne peut pas séparer 0 et 1.

REMARQUE. Les notions d’espace séparé et d’espace séparable non aucun lien. Par exemple, I’espace R muni
de de la topologie usuelle est séparé et séparable, muni de la topologie grossiére est non séparé mais séparable,
muni de la topologie discrete est séparé et non séparable.

THEOREME 1.48. Dans un espace topologique séparé, toute suite admet au plus une limite.

REMARQUE. Dans ce cas, on peut parler de la limite d’une suite et on peut utiliser la notation lim,_, e Zn
pour désigner la limite d'une suite (z,,)nen-

Preuve Soit (z,)nen une suite de X admettant deux limites ¢ et ¢5. Par absurde, supposons que ¢1 # /5.
Par séparation, il existe V; € ¥ (¢1) et Vo € ¥ (€s) tels que Vi N Vo = (. Par définition, il existe Ny > 0 tel que
x, € V] pour tout n > Nj et il existe Ny > 0 tel que z,, € Vo pour tout n > N,. Alors pour n = max(Ny, Na),
onaz, €ViNVy=0 ce qui est absurde. D’ou1 £; = £5. O

Limite et adhérence

PROPOSITION 1.49. 1. S'il existe une suite d’éléments de A C X convergeant vers z € X, alors 2 € A.
2. Si (X,d) est un espace métrique et x € A, alors il existe une suite de A convergeant vers .

Preuve 1. Solent x € X et (2 )nen une suite de A telle que x, — z. Soit V' € ¥ (z). Il existe n € N tel que
z, €V.Orz, €A donc VNA#O0, i e.x €A

2. Dans un espace métrique, tout point 2 € X admet une base dénombrables de voisinages B(z,1/n), n € N*.
Donc pour chaque n € N*, on sait que B(z,1/n) N A # 0, donc soit x,, € B(x,1/n) N A. Par le principe de
récurrence, il existe une suite (z,,)nen construite ainsi. Pour tout V' € ¥/(x), le voisinage V' contient une certaine
boule B(z,1/N) et, pour tout n > N, on a B(z,1/n) C B(z,1/N), donc z,, € V. D’ou z,, — z. O

COROLLAIRE 1.50. Dans un espace métrique X, une partie A est fermée si et seulement toute suite de A
convergeant dans X a en fait sa limite dans A.

EXERCICE 1.9. Montrer que la topologie codénombrable sur R
7:={0 C R | Card O° < Card N}

est non séparée, mais que toute suite a au plus une limite.

Espaces topologiques — CHAPITRE 1 9



1.5

1.5.1

1.5. TRANSPORT DE TOPOLOGIES

TRANSPORT DE TOPOLOGIES

Topologies images réciproque et directe

PROPOSITION 1.51. Soit f: X — X’ une application entre deux ensembles.
1. Si 7/ est une topologie sur X, alors la classe de parties
)= ery
est une topologie sur X, appelée topologic image réciproque de 7" par f.
2. Si 7 est une topologie sur X, alors la classe de parties
fulr) ={Q' c X" | f7H(Q) e 7}

est une topologie sur X', appelée topologie image directe de T par f.

> EXEMPLE. Si l'application f est constante égale a xg, alors f*(7') est la topologie grossiére et fi(7) est la

1.5.2

1.5.3

topologie discréte. De plus, si X = X'/, alors 7 = Id*(7) = Id. (7).

PROPOSITION 1.52. On a f*(f«(7)) C 7 et f.(f*(r")) C 7.

Preuve Soit Q € f*(f«(7)). Alors il existe Q' € f.(7) tel que Q = f~1('). Or f~4(Q') € 7, donc Q € 7. D’ot
la premiére inclusion. Soit ' € 7/. Alors f=1(Q) € f*(r’), donc Q' € f.(f*(7")). D’ou la seconde. O

PROPOSITION 1.53. Soient f: X — X', g: X’ — X" et 7 et 7" des topologies sur X et X”. Alors

(go /)"(7") = f"(g"(7")) et (go f)a(r) = gu(fu(7)-

APPLICATIONS. e Topologie induite. Soient A C X et T une topologie sur X. Soit j4 'inclusion, i. e.

A— X,
Tr+— x.

Ja:

Alors j% () est la topologie induite sur A par 7.
e Topologie produit. Soient (X, 7) et (X', 7’) deux espaces topologiques. Sur X x X', deux applications sont
naturelles : les projections sur les coordonnées

X x X' — X,
(v, 2') —

X x X — X/,

et ma:
2 (@) —

T

Topologie produit

DEFINITION 1.54. La topologie produit sur X x X' est la topologie engendrée par w}(7) et m5(7'). Plus
généralement, soit (X;,7;);c; une famille d’espaces topologiques. On définit la topologie produit sur [];c; X; par
la topologie engendré par I'union des 7} (7;) ol 7; est la projection sur X;.

DEFINITION 1.55 (cylindres). Soient (X;);c; une famille d’espaces topologiques et J € I. Soit Q := (;)er est
une famille de Z (| J;c; Xi) telle que ©; soit un ouvert de X; pour tout j € J. On appelle cylindre de base Q
I’ensemble

Cyl(Q) = HYi avec Y; =
iel

{Qz sii € J,

X, sinon.

EXERCICE 1.10. Montrer que les cylindres engendrent la topologie produit.

PROPOSITION 1.56. Soient (X, d) et (X’,d") deux espaces métriques. Alors la topologie produit sur X x X' est
égale a la topologie associée & la distance do, = max(d,d’).

REMARQUE. Le résultat est faux pour un nombre infini de facteur.

Topologie quotient

DEFINITION 1.57. Soient (X, 7) un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X. Alors X/~ est
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1.6

1.6.1

1.6.2

1.6.3

1.6. CONTINUITE

muni de la topologie 7. (7), appelée topologie quotient, ot I'application 7 est la projection
X — X/~

! _
T — .

EXEMPLE. On peut considérer R/Z muni de la topologie quotient associée a la topologie usuelle sur R. Un
ouvert Q de R/Z est telle que m~1(£2) soit un ouvert.

" " " " } R F—R/Z
Q) Q

CONTINUITE

Continuité globale

DEFINITION 1.58. Soit f: X — X’ une application entre deux espaces topologiques. On dit que f est continue
si, pour tout ouvert €’ de X', la partie f~1(€’) est un ouvert de X. C’est équivalent & f*(7') C 7 ou fi(7) D 7'.

PROPOSITION 1.59. Soient f: X — X' et g: X’ — X"”. Si f et g sont continues, alors g o f est continue.

Preuve Si Q" est un ouvert de X", alors (go f)~1(Q") = f~1(g71(2")) est un ouvert de X. O
EXERCICE 1.11. Montrer que la définition est équivalente si on remplace « ouvert » par « fermé ».

DEFINITION 1.60. On dit qu’une application f: X — X' est un homéomorphisme si elle est bijective, continue
et d’inverse continue. Dans ce cas, on dit que les deux espaces X et X’ sont homéomorphes.

PROPOSITION 1.61.  Une bijection f: X — X’ est un homéomorphisme si et seulement si f*(7') = 7.

EXEMPLE. L’intervalle |0, 1] est homéomorphe a R par I’application
R—]-n/2,7/2],

4 1
T — — Arctanx + —.
s 2

COROLLAIRE 1.62. Deux topologies 7 et 7/ sur un méme ensemble X sont égales si et seulement si ’application
identité Idx: X — X est un homéomorphisme de (X, 7) dans (X, 7).

Continuité locale

DEFINITION 1.63. Soient f: X — Y une application entre deux espaces topologiques et z € X. On dit que f
est continue en x si, pour tout voisinage V de f(z), la partie f~1(V) est un voisinage de .

PROPOSITION 1.64. Une fonction f: X — Y est continue si et seulement si elle est continue en tout z € X.

Preuve On suppose que f est continue. Soit € X et V € ¥(f(x)). Alors V contient un ouvert £ qui contient
f(x). Par continuité de f, la partie f~1(2) est ouverte et contient z car f(x) € €, donc c’est un voisinage de .
D’ot la continuité de f en x.

Réciproquement, on suppose que f est continue en tout x € X. Soit £ un ouvert de Y. Montrons que f~1(Q)
est un ouvert. Soit x € f~1(Q). On a f(x) € Q, donc € est un voisinage de f(z). Or f est continue en x, donc
F7HQ) est un voisinage de x ce qui montre que c’est un ouvert. O

Continuité et espaces métriques

PROPOSITION 1.65. 1. Soit f: X — Y continue. Alors pour toute suite convergente (z,),en vers © € X dans
X, la suite (f(x,))nen converge vers f(z) dans Y.

2. Soient X un espace métrique et f: X — Y. On suppose que, pour toute suite (z,),en convergeant vers x € X,
la suie (f(zn))nen converge vers f(x). Alors f est continue.

3. Soient X et Y deux espaces métriques et f: X — Y. Alors f est continue si et seulement si

Vg € X, Ve >0, 3a >0, Ve € X, z€B(zg,a) = f(x) € B(f(0),¢).
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1.6.4

1.6. CONTINUITE

Preuve 1. Soit (z,)nen telle que z, — = € X. On note ¢ := f(z). Soit V € ¥ (¢). On note U == f~1(V).
Comme f est continue, la partie U est un voisinage de x. Donc a partir d’un certain rang, on a z,, € U, donc
f(zn) € V.Dou f(x,) — L.

2. Soit € X. Montrons que f est continue en z. Soit V' € ¥ (f(z)) ouvert. Par I’absurde, supposons que,
pour tout U € ¥(z), il existe 2’ € U tel que f(z') ¢ V. Pour n € N, on choisit U = B(z,1/n), donc il existe
xn € B(x,1/n) tel que f(x,) ¢ V. Mais pour n € N, on a d(x,x,) < 1/n, donc x,, — 2. Par hypothése, on
doit avoir f(x,) — f(z). Or pour n € N, on a f(z,) € CyV, donc f(x) € by V car by V est un fermé : c’est
impossible car, & partir d’un certain rang, tous les points f(x, ) sont censés étre dans V.

3. La fonction f est continue en zy € X si et seulement si

vWe ¥ (f(z), fHV)eV(x)
si et seulement si
Ve >0,3a >0, fYB(f(z),a))C B(z,a). O
DEFINITION 1.66. Soient (X, d) et (Y,d) deux espaces métriques.

— On dit qu'une fonction f: X — Y est uniformément continue si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que toute
boule de rayon 7 s’envoie dans une boule de rayon € par f, 7. e.

Ve >0, Ja >0, Vo1,22 € X, d(z1,22) <a = §(f(z1), f(z2)) <e.
— Soit £ > 0. On dit qu’une fonction est k-lipschitzienne si

Vay,xe € X, 0(f(x1), f(z2)) < kd(z1, z2).

PROPOSITION 1.67. Une fonction f: X — Y lipschitzienne est uniformément continue.

REMARQUE. Soient X un espace métrique et xy € X. L’application
X — R,
x — d(x,z0)

est 1-lipschitzienne, donc continue.

RAPPEL. Soient X un espace topologique et (X', d’) un espace métrique. On note %, (X, X') Pensemble des
fonctions bornées de X dans X’. On le munit de la distance d,. On note également ¢, (X, X’) ’ensemble des
fonctions continues bornées de X dans X'.

THEOREME 1.68. La partie €, (X, X’) est fermée dans .7, (X, X'). Autrement dit, toute limite uniforme de
fonctions continues est continues.

Preuve Soient (fy)nen une suite de €,(X, X’) telle que que f,, — f € Z,(X, X') pour d. . Montrons que f
est continue. Soient z € X et € > 0. On veut controler d'(f(z), f(y)). Pour n > N assez grand, on sait que

sup d'(f(2), fu(2)) < e
zeX
Pour n > N, comme f,, est continue, il existe V' € ¥ (x) tel que
Vy eV, d(fu(z), fn(y)) <e.

Donc pour n > N et y € V, par inégalité triangulaire, on a

d'(f(2), f(y)) < d'(f(@), ful@)) + d'(fu(2), fu(y)) + d'(fu(y), f(y)) < 3,
donc f(y) € B(f(x),e). Donc elle est continue en x. O

REMARQUE. La droite réelle achevée est 'ensemble R = RU{—o00, +00} que I’on munit de la topologie suivante :

— un base voisinage de x € R est donnée par les voisinages usuels,
— une base de voisinage de +o00 est donnée par les intervalles |4, +o0o[ U {400} pour A € R,
— une base de voisinage de —oo est donnée par les intervalles |—oo, B[U {—o0} pour B € R.

L’ensemble N = N U {+00} est un sous-espace topologique de R. Qu’est-qu’une fonction continues de N dans un
espace topologique X 7 C’est exactement une suite convergente (2, = f(n))nen car alors x,, — f(+00).

Limite d’une fonction selon une partie

DEFINITION 1.69. Soient f: X — X’ et a € X. On dit que f(a) est une limite de f(z) quand z tend vers a
lorsque f est continue en a.
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1.7

1.7.1

1.7. COMPARAISON DE TOPOLOGIES

DEFINITION 1.70. Soient X et X deux espaces topologiques, f: X — X', AC X et a € A. On dit que ¢ € X’
est une limite de f(z) quand z tend vers a dans A si

vW'e v (0),3V e ¥(a), f(ANV)C V.
On note alors « f(z) — ¢ quand © — a dans A ».

REMARQUE. Dans ce cas, on a £ € f(A).

PROPOSITION 1.71 (prolongement par continuité). Soient X et X’ deux espaces topologiques, A C X, f: A — X'
et a € A. S'il existe une fonction continue f: AU{a} — X’ qui coincident avec f sur A, alors f(x) — f(a) quand
x — a dans A. Réciproquement, si X’ est un espace métrique et si la limite de f(x) quand z — a dans A existe,
alors la fonction étendue en posant f(a) := ¢ est continue sur AU {a}.

Preuve On suppose qu'il existe une fonction continue f: AU {a} — X’ qui coincident avec f sur A. Montrons
que f est continue en a. Comme f est continue en a, pour tout V' € ¥(f(a)), il existe V, € ¥ (a) dans
AU {a} tel que f(V,) C V'. Donc il existe V € ¥ (a) tel que V, = (ANV)U {a}, donc ANV C V,, donc
f(ANV)=f(ANV) C f(V,) C V'. Donc f est continue en a.

Réciproquement, on suppose que la limite de f(x) quand x tend vers a dans A existe. Soit f la fonction

étendue sur AN {a}. On a f(a) = £. Montrons que f est continue en a. Soit V' € #(¢). On sait qu'’il existe
V € ¥(a) tel que f(ANV) C V', donc f(ANV) C V. Ona f((AU{a})NV) C f(ANV). En effet, soit
y € f((Au{a})NV). Siy= f(a), alors f(a) est la limite de f(z) quand z tend vers a dans A, donc f(a) est la
limite de f(x) quand z tend vers @ dans VN A, doncy € f(ANV). Sinony € f(ANV) = f(ANV). On a donc
obtenu f((AU{a})NV)C V' ou (AU{a}) NV € #(a). On peut choisir V' fermé % ce qui termine la preuve :

la fonction f est bien continue en a. O

COMPARAISON DE TOPOLOGIES

Définition et propriétés

DEFINITION 1.72. Soient 7 et 7/ deux topologies sur un méme ensemble X. On dit que 7 est moins fine ou plus
grossiére que 7' si T C 7.

PROPOSITION 1.73. Une topologie T2 est plus fine sur 7y si et seulement si 'identité de (X, 1) dans (X, 72) est
continue. Par conséquent, on a 71 = 72 si et seulement si I'identité est un homéomorphisme.

DEFINITION 1.74. Soit X un ensemble. On dit que deux distances d; et dy sur X sont équivalentes si I'identité
de (X,dy) dans (X, d2) est bi-lipschitzienne, i. e. il existe k1, ko > 0 tels que k1d; < dy < kods. Dans ce cas, les
topologies associées sont égales.

REMARQUES. — Soit f: (X,7) — (X', 7). Alors f*(7’) est la topologie la moins fine sur X qui rende f continue.
De méme, f,.(7) est la topologie la plus fine sur X’ qui rende f continue.

— Soit B C P(X) telle que Jpez B = X. Alors la topologie engendrée par # est la topologie la moins fine qui
contiennent 4.

PROPOSITION 1.75. 1. La topologie produit est la topologie la moins fine rendant les projections continues.
2. La topologie induite est la topologie la moins fine rendant 1’inclusion continue.
3. La topologie quotient est la topologie la plus fine rendant la projection continue.

Preuve Montrons le premier point. Soit (X;,7;);cr une famille d’espace topologique. On note X = [];c; X;
et, pour ¢ € I, on note m;: X — X, la projection sur X;. La topologie produit est la topologie engendrée par
la famille {n}(7;) | i € I'}. Elle rend les projections continues car elles contient les topologies 7} (7;) et c’est la
moins fine. Donc toute topologique sur X pour laquelle les projections m; sont continues contient la topologie
produit. O

PROPOSITION 1.76. Une fonction f de X a valeurs dans un produit [[;c; Y; est continue si et seulement si ses
composantes f; := m; o f sont continues.

Preuve On suppose que f est continue. Comme les projections m; sont continues par définition de la topologie
produit, les fonctions f; sont continues comme composée de deux fonctions continues.

§1. Dans un espace métrique, tout point admet une base de voisinages fermés. Par exemple, le base {B¢(z, ) | € > 0} convient.
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1.7.2

1.7. COMPARAISON DE TOPOLOGIES

Réciproquement, on suppose que les fonctions f; sont continues. On veut montrer que f.(7) contient la

topologie produit. Or 7; o f est continue, donc f.(7) contient les F;l(ﬂj) avec €); un ouvert de Y}, donc elle

contient les 7 (7;), donc elle contient la topologie engendrée par les 7/ (7;), @. e. la topologie produit. On en
déduit que f est continue. O

COROLLAIRE 1.77.  Soit (@ )nen = ((2})ier)nen une suite du produit [[;c; X;. Alors cette suite converge si et

seulement si, pour tout i € I, la suite (2%),en converge.

EXERCICE 1.12. Montrer que, si X est un produit fini d’espaces métriques, alors la topologie produit est
compatible avec la distance d, et les projections sont 1-lipschitziennes.

Convergence simple

NOTATION. On note .#(X,Y) Pensemble des fonctions de X dans Y. En fait, cet ensemble vaut

FXY)=]][y=Yv"
zeX

Une fonction f s’identifie a la famille (f(2))zex.-

Sur cet ensemble Y ¥ la topologie produit est appelée topologie de la convergence simple. En général, cette
topologie n’est pas métrisable.

EXERCICE 1.13. Caractériser le voisinage d’une fonction pour la convergence simple.

EXERCICE 1.14. Montrer que Papplication identité de [0,1]% muni de la topologie de la convergence simple
dans 7 (R, [0,1]) muni de la topologique de la convergence uniforme n’est pas continue.

EXERCICE 1.15. Soient X un ensemble et Y un espace métrique. Montrons que, pour tout x € X, la fonction
feX— f(x)eyYy

est continue pour la distance d., et pour la topologie produit.
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Chapitre 2
CONNEXITE

2.1 Définition et exemples . . . ... ... .. ... ... .. 15 2.3 Connexité pararcs . ... ... .............. 17
2.2 Composantes connexes . . . .. ... ........... 16

Le mot « connexe » vient du latin connezus et nectere dont ce dernier signifie « lier ». En maths, cela signifie
plutot « en un seul morceau » ou « qu’on ne peut pas séparer ».

DEFINITION ET EXEMPLES

DEFINITION 2.1.  Un espace topologique (X, 7) est dit conneze si les seules parties & la fois ouvertes et fermées
de X sont X et (.

REMARQUE. Cette notion est connexité est purement topologique. Ainsi, si X et Y sont deux espaces homéo-
morphes, alors la connexité de X entraine celle de Y et réciproquement.

PROPOSITION 2.2. Un espace topologique X est connexe si et seulement s’il n’existe pas de partitions de X en
deux ouverts disjoints non vides.

Preuve On suppose que L'espace s’écrit X = Q1 LIQ ol Q; et Q5 sont deux ouverts disjoints. Alors Q7 = Cx Qs
est ouvert et fermé, donc soit il vaut () ou X soit I'espace se partitionne en deux ouverts disjoints non vide. [

EXERCICE 2.1. Montrer que tout ensemble muni de la topologie grossiére est connexe. Soit X un ensemble a
plus de deux éléments. Montrer que X n’est jamais connexe pour la topologie discrete.

PROPOSITION 2.3. Un espace topologique X est connexe si et seulement si toute fonction continue de X dans
{0,1} muni de la topologie discréte est constante.

Preuve On suppose que X est connexe. Soit f: X — {0,1} continue. Alors f~1({0}) et f=({1}) sont des
ouverts disjoints formant une partition de X, donc I'un des deux est vide par la proposition précédente. Par
exemple, on suppose que f~1({0}) = 0. On en déduit alors que f est constante égale a 1.

Réciproquement, on suppose que toute fonction continues de X dans {0,1} est constante. Soit A C X ouvert
et fermé. On considére 14: X — {0,1}. Alors cette fonction est continue, donc elle est constante, donc A = ()
ou A = X. D’ou la connexité de X. O

DEFINITION 2.4 (connexité d’une partie). On dit qu'une partie A C X est connexe si (A, 74) est connexe.

ExEMPLES. Tout singleton est connexe. La partie A := [—1,0[ U ]0, 1] n’est pas connexe car les intervalles
[—1,0[ et |0, 1] sont des ouverts disjoints pour la topologie 74. De méme, ’ensemble Q n’est pas connexe puisque

Q= (]—00771'[ N Q) U (]7‘(‘, —I—OO[ N Q)

EXERCICE 2.2. Une partie A C X est connexe si et seulement si, pour toutes Ay, A C A non vides telles que
A = A; U A, 'une des deux contient au moins un point adhérent a I'autre.

THEOREME 2.5. Les parties connexes de R muni de la topologie usuelle sont les intervalles.

Preuve Montrons que tout connexe de R est un intervalle. Soit C' C R une partie connexe. On note a := inf C €
RU{—0c} et b:=supC € RU {+oo}. Il suffit de montrer que ]a,b] C C. Soit z € |a, b]. On suppose que a # b.
Par labsurde, supposons que z ¢ C. Alors

(J—o0,2[NC) U (Jz, +o0[NC) = C

ou (J—o0,2[NC) et (Jz,+00[ N C) sont des ouverts disjoints non vides. En effet, montrons que le second est
non vide. Si b € C, alors b € |z, +oo[ N C. Sinon on suppose que b ¢ C. Soit € > 0 tel que b — e > z. Comme
b=supC, il existe w € C tel que w € |b— ¢, b[, donc w € ]z, +o0[ N C. Donc |z, +o00[ N C # B. De méme pour
l’autre ouvert. Finalement, la partie C' n’est pas connexe ce qui est impossible. Donc z € C' et donc la partie C
est un intervalle.

Réciproquement, montrons que tout intervalle est connexe. Soit I C R un intervalle. Par ’absurde, supposons
que l'intervalle s’écrive I = A LI B ou A et B sont des ouverts non vides de I. Soient a € A et b € B. On peut
supposer que a < b. On note Ay := AN Ja,b] et By := BN [a,b]. Alors Ay et By sont des ouverts disjoints non
vides de [a,b]. On pose ¢ :=sup Ay € R. Alors a < ¢ < b, donc ¢ € Ag U By = [a, b]. Distinguons deux cas.
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2.2. COMPOSANTES CONNEXES

— Supposons que ¢ € By. Alors ¢ # a, donc soit ¢ = b soit a < ¢ < b. Dans tous les cas, comme By est un ouvert,
il existe d < ¢ tel que |d, ¢] C By. Nécessairement, le réel d est un majorant de Ay. En effet, si ¢’en était pas un,
alors il existerait z € Aj tel que z > d et z < ¢, done z € ]d, ¢] C By, donc z € By N Ag ce qui est impossible.
Donc d est un majorant de Ag ce qui est impossible car d < c.

— Supposons que ¢ € Ag. Alors ¢ # b, donc soit ¢ = a soit a < ¢ < b. Dans tous les cas, comme Aj est un ouvert,
il existe z > ¢ tel que ¢, 2] C Ap ce qui est impossible.

Dans tous les cas, une contradiction émerge, donc 'intervalle I est connexe. O

EXERCICE 2.3. Montrer que la droite achevée R est connexe et que ses parties connexes sont les intervalles
généralisés.

THEOREME 2.6. L’image d’un connexe par une application continue est connexe.

Preuve Soit f: X — Y continue avec X connexe. Montrons que f(X) est connexe. Soit h: f(X) — {0,1}
continue. La fonction ho f: X — {0,1} est continue. Comme X est connexe, elle est constante, donc la fonction
h est constante sur f(X). On en déduit que f(X) est connexe. O

COROLLAIRE 2.7 (théoréme des valeurs intermédiaires). Soient X un espace topologie connexe et f: X — R
continue. Alors f(X) est un intervalle.

DEFINITION 2.8. Soit X un espace topologique. Un chemin (continu) est une application continue v de [0, 1]
dans X. On dit que v joint z := v(0) & y = ~(1). L’image ([0, 1]) s’appelle le tracé du chemin : c’est un
sous-espace connexe de X.

DEFINITION 2.9. Soit A C X. On appelle extérieur de A 'ouvert Ext A := Cx A.

THEOREME 2.10 (passage des douanes). Soit A C X. Tout chemin ~y joignant un point intérieur & A & un point
extérieur de A rencontre la frontiere.

Preuve On peut décomposer ’espace X comme
X = AUdAUExt A
Par I'absurde, supposons que I'image de 7 ne rencontre par dA. En notant B := v([0,1]), on a
B=(AnB)U(Ext AN B).

C’est une partie de B en deux ouverts disjoints. Par hypothése, chacun contient au moins un point y(0) ou v(1)
ce qui contredit la connexité de B. Donc B doit rencontrer 9A. O

THEOREME 2.11. Toute famille de connexes ayant deux & deux une intersection non vide a une union connexe.

Preuve Soit (A;);er une famille de connexes deux & deux disjoints. Soit h: | J;c; Ai — {0, 1}. Pour tout ¢ € I,
la restriction & A; est continue, donc elle est constante égale a ¢; € {0,1}. Par hypothése, pour tous 4, j € I tels
que i # j,ona A; NA; # 0, donc hja, = hja,, donc ¢; = ¢;. Donc la fonction h est constante. O

COMPOSANTES CONNEXES

DEFINITION 2.12. Soient X un espace topologique et z € X. On appelle composante connexe de x 1'union de
tous les connexes contenant x et on la note CC(x).

PROPOSITION 2.13. 1. La composante connexe de x est connexe et c’est le plus grand connexe contenant z.

2. L’espace X est connexe si et seulement si il admet une unique composante connexe.

THEOREME 2.14. Soit A C X connexe. Alors A est connexe.

Preuve  Soit h: A — {0,1} continue. Sa restriction & A est continue, donc elle est constante égale a & € {0,1}.
La partie h=1({e}) est un fermé contenant A, donc il contient A. D’ott h = ¢ sur A. O

COROLLAIRE 2.15. Les composantes connexes sont toujours fermées.

REMARQUE. En général, les composantes connexes ne sont pas ouvertes sauf s’il y en a une nombre fini.

16 Connexité — CHAPITRE 2



2.3

2.3. CONNEXITE PAR ARCS

PRrOPOSITION 2.16. La relation « appartenir a une composante connexe » est une relation d’équivalences sur
les points de X. Donc les classes d’équivalences forment une partition de X. Ces classes d’équivalences sont les
composantes connexes.

EXERCICE 2.4. Montrer que les composantes connexes de Q sont les singletons. On dit alors que Q est totalement
discontinu.

THEOREME 2.17. Un produit quelconque de connexe est connexe.

Preuve Commencgons avec un produit de deux espaces topologiques X et Y.

LEMME 2.18. Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors pour tout = € X, la partie {z} x Y est
homéomorphe a Y.

Pour montrer le lemme, il suffit de remarquer que l'application y € Y — (z,y) € {z} X Y est continue.
Ainsi la partie {2} x Y est connexe. Soit h: X x Y — {0,1} continue. Soient z; = (x1,41) € X XY et
23 = (x2,12) € X x Y. La fonction hj(4,}xy est continue, donc elle est constante, donc h(x1,y1) = h(z1,y2).
De méme, la partie X x {y2} est connexe, donc h(z1,y2) = h(z2,y2). On en déduit que h(z1) = h(zz2). Donc la
fonction h est constante ce qui montre que X X Y est connexe.

Revenons au cas général. Soit (X;);cs une famille de connexes. On note X = [];c; X;. Soit h: X — {0,1}.
Par I’absurde, supposons que h ne soit pas constante. Les deux ouverts Qg == h=1({0}) et Q; := h~({1}) non
vides forment une partition de X. Chaque ouvert §2. contient un cylindre de la forme

X, sijdJe,
Ce = Hng avec Y[ = sij¢
. U sinon
el ?
ot J. C I est fini. On note J := J° N J2. En réordonnant les facteurs, on écrit X = A x B avec
A= H X; et B:= HXj.

e jeJs

Alors on peut écrire C. = A x V. ou V. est un ouvert dans B. On sait que C. # 0, donc A # 0 et V. # (). Soient
a € A et b, € V.. Solent zp = (a,by) € Cy et z1 == (a,b1) € C;. La partie {a} x B est connexe puisque B est
connexe comme produit fini de connexe. Donc hj(,}x p est constante, donc h(z1) = h(22) ce qui est impossible
car zg € g et 21 € ;. O

CONNEXITE PAR ARCS

DEFINITION 2.19. Un espace topologique est dit conneze par arcs si deux points quelconques peuvent toujours
étre reliés par un chemin.

THEOREME 2.20. Un espace connexe par arcs est connexe.

Preuve Soient X un espace connexe par arcs et z,y € X. Soit v un chemin reliant « a y. Alors la fonction h o~y
est continue de [0, 1] dans {0,1}, donc elle est constante, donc h(x) = h(y). On en déduit que la fonction h est
constante et que X est connexe. U

REMARQUE. La réciproque est fausse. Par exemple, I’ensemble
{(z,sin ) | z > 0} U{0} x [-1,1]

est connexe mais pas connexe pas arcs.

EXERCICE 2.5. Dans un espace vectoriel normé, montrer que tout ouvert connexe est connexe par arcs.
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Chapitre 3
COMPACITE

3.1 Définition, propriété de BOREL-LEBESGUE . . . .. .. 18 3.3 Propriétés des compacts . . ... ... ... ... ... 20
3.2 Compacité dans les espaces métriques . . . . . ... .. 18 3.3.1 Fonctions continues et compacité . . ... ... .. 21

DEFINITION, PROPRIETE DE BOREL-LEBESGUE

DEFINITION 3.1. Un espace topologique X est compact si

(i) il est séparé,

(ii) il possede la propriété de BOREL-LEBESGUE : de tout recouvrement de X par des ouverts, on peut extraire
un sous-recouvrement fini.

REMARQUE. On peut reformuler la propriété de BOREL-LEBESGUE comment suivant : s’il existe une famille
d’ouverts (Q;);cr telle que
X = U Qi7
iel

alors il existe N € N* et ¢1,...,1x € I tels que

N
X = U Q, .
k=1

Ceci est également équivalent & la propriété suivante : si (F;);cs est une famille de fermés d’intersection vide,
alors il existe N € N* et 41,...,in € I tels que F;, N---NF;,, = 0.

ExEMPLE. L’ensemble R n’est pas compact car le recouvrement

R=|JIn—-2n+2
neEZ

n’admet par de sous-recouvrement finie puisque sinon R serait de la forme ]a,b[ avec a,b € R.

PROPOSITION 3.2 (théoréme de compacts emboités). Dans un espace compact, une intersection décroissante de
fermés non vide est non vide.

Preuve On se place dans le cas dénombrable. Soit (F),),ecn une suite décroissante de fermés non vides. Par
I'absurde, supposons que (,,cn Fr = 0. Par compacité, il existe nq,...,n; € N tel que F,, N---NF,, =0, donc
Frax(na,....ny) = 0 ce qui est absurde. ]

DEFINITION 3.3. Une partie A C X est dite compacte si (A4, 74) est compact.

PROPOSITION 3.4. On suppose que X est séparé. Alors A C X est compact si et seulement si, de tout
recouvrement de A par des ouverts de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

REMARQUES. — Si X est séparé et A C X est fini, alors A est compact.

— Soit X un espace topologique séparé. Soient A, B C X tels que A C B. Alors A est compact si et seulement si
A est compact dans X.

COMPACITE DANS LES ESPACES METRIQUES

DEFINITION 3.5. Soient (X, 7) un espace topologique et (z,),en une suite de X. On dit que a € X est une
valeur d’adhérence de la suite si tout voisinage V' € ¥'(a) contient 'image d’un ensemble infini d’indice de la
suite, 7. e. il existe une partie infinie J C N telle que x; € V pour tout i € J.

EXERCICE 3.1. Montrons que, si une suite suite de (2, )nen converge vers a, alors a est une valeur d’adhérence.

PROPOSITION 3.6. On suppose que X est métrique. Alors a est une valeur d’adhérence si et seulement si on
peut construire une sous-suite qui converge vers a.
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3.2. COMPACITE DANS LES ESPACES METRIQUES

Preuve Le sens réciproque a déja état fait. Soit a une valeur d’adhérence de (z,,)nen. Pour tout k € N*| on a
B(a,1/k) € ¥ (a), donc il existe ny € N tel que z,,, € B(a,1/k). On peut faire ce choix, par induction, de tel
sorte que la suite (ng)ren= soit strictement croissante. La suite extraite (x,, )xen= converge alors vers a. O

THEOREME 3.7 (BOLZANO-WEIERSTRASS). Soit X un espace métrique. Alors X est compact si et seulement si
toute suite de X admet une valeur d’adhérence.

Preuve On suppose que X est compact. Soit (2, )nen une suite de X. Pour n € N, on pose A,, = {zx | kK = n} et
F, := A, La suite (F},),en est une suite décroissante de fermés non vides, donc Nien Fre # 0. Soit © € Npey Fr-
Pour tout n € N*, on a « € F,, et la boule V := B(x, 1/n) est un voisinage de z, donc il existe k, € N tel que
zk, € A, NV. Quitte & extraire de la suite n — k,, une suite strictement croissante, on obtient alors une
sous-suite extraite qui converge vers .

Réciproquement, on suppose que toute suite de X admette une valeur d’adhérence. Montrons deux lemmes.

LEMME 3.8 (de la maille). Soient X un espace métrique vérifiant la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS et
(€2;) e un recouvrement par des ouverts de X. Alors

Montrons le premier lemme. Par ’absurde, supposons que

Vp>0,3ze X, Vjed Bz Q.
On choisit p = 1/n avec n € N* ce qui permet de construire une suite (2, )nen+ telle que B(z,,1/n) n’est jamais
contenue dans §; pour tous n € N* et j € J. Soit a € X une valeur d’adhérence de la suite (z,,)nen-. Il existe
Ja € J tel que a € Q;,. Comme 2;, est un ouvert, il existe € > 0 tel que B(a,e) C Q;,. Soit (Y, )nen une suite
extraite telle que y, — a. Il existe N € N tel que

Vn > N7 d(yn7a) <5/2

Alors pour tout n € N tel que 1/n < e, 0on a

B(yn,1/n) C B(yn,€/2) C B(a,e) C Q;,

ce qui est impossible.

LEMME 3.9 (de recouvrement). Soient X un espace métrique vérifiant la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS
et € > 0. Alors on peut recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon e.

On choisit g € X. On considére la boule B(zg, ). Alors ou bien B(zg,e) = X et c’est gagné, ou bien
on consideére X; = Cx B(xg,£). On recommence : on choisit ; € X;. Alors ou bien B(z,6) D X et X =
B(x1,¢) UB(x0,¢), ou bien on considére x5 € X, := Cx, B(z1,¢). Et ainsi de suite. Par I'absurde, on suppose
que le processus ne s’arréte jamais. Donc on a obtenu une suite (z,),eny de X. Dans ce cas, soit @ € X une
valeur d’adhérence. Par construction, pour tout n € N*, on a z,, ¢ B(zp_1,¢), donc d(zy, 1) = £. Et méme,
pour tout m > n, on a d(zy,, T,) = €. Pourtant, comme la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS est vérifiée, on
peut considérer (x,, )ken est une suite extraite qui converge vers a, alors il existe K € N tel que

Vk > K, d(zy,,a) <e/2,

donc 'inégalité triangulaire donne
Vk > K, d(zn,,Tn,) <e

ce qui est impossible. Donc on s’arréte en temps fini et on a gagné.

Montrons le théoréme. On suppose la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS. Soit (£2;),cs un recouvrement
par des ouverts de X. Soit p > 0 donné par le lemme 3.8. Pour tout z € X, il existe j, € I tel que B(z, p) C Q;,.
Par le lemme 3.9, en prenant p = ¢, il existe z1,...,zxy € X tels que

qui est bien un sous-recouvrement fin. O

Compacité — CHAPITRE 3 19



3-3

3.3. PROPRIETES DES COMPACTS

THEOREME 3.10. Dans R, un intervalle fermé borné est compact.

Preuve Soit a,b € R tels que a < b. Il suffit de vérifier la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS. Soit (z,,)nen une
suite de [a,b]. On procede par dichotomie. On coupe le segment [a, b] en deux. L'un des deux intervalles contient
I'image d’une infinité de n. On le note [a1, a;]. On recommence le processus afin d’obtenir des segments [ay,, by]
de taille (b — a)/2". Les suites (an)nen et (bn)nen sont respectivement croissantes et convergent respectivement
vers a et b. De plus, on a a = b car |a, — by| — 0. Dans chaque segment [a,,, by,], on choisit un élément . Alors

VneN, |z

donc z,, — a et donc a est une valeur d’adhérence. O

PROPRIETES DES COMPACTS
PROPOSITION 3.11.  Une union finie de compacts est compacte.

Preuve  Soit (£2;)jes un recouvrement de X = | J;<;<y Xi. Pour chaque i € [1, N], les ouverts §2; recouvrent
X, donc il existe un sous-recouvrement fini R; de X;. Alors | J;¢;<y Ri recouvre X. Donc X est compact. [

PROPOSITION 3.12. Dans un espace topologie séparé, tout compact est fermé.

Preuve Soient X un espace topologique séparé et K C X un compact. On note € := Cx K. Montrons que € est
un ouvert. Soit z € Q Pour k € K, ona x # k, donc il existe Vi, € ¥ (z) et Wy, € ¥ (k) ouverts tels que V,NWj, = ().
Les ouverts Wy, forment un recouvrement par des ouverts de K. On peut en extraire un sous-recouvrement fini
Wiy ooy Wiy Alors V = ;< Vi, est un voisinage ouvert de x vérifiant V N J; ;< Wi, =0, donc V C Q.
On en déduit que €2 est un voisinage de X et donc que €2 est un ouvert, i. e. K est un fermé.

e Preuve dans le cas métrique. Soit (x,)nen une suite de K qui converge vers x € X. Il suffit de montrer
que z € K. On sait que (z,)neny admet une valeur d’adhérence a € K. Alors il existe une extraction k +— ny
telle que z,,, — a. Or z,, — z, donc z,,, — x. Par unicité de la limite dans un espace métrique, on a t = a € K.
Ainsi K est fermé. O

THEOREME 3.13. Dans un espace topologique compact, tout fermé est compact.

Preuve Soit F' C X fermé. Soit (F;);cr une fermé de fermés de F' d’intersection vide. Pour tout i € I, il existe
A; C X fermé tel que F; = A; N F, donc F; est fermé dans X. Comme X est compact, il existe i1,...,iy €
tel que A;; N---NA;, =0, donc FN (A4, N---NA;) =0, donc F;, N---NF; = (. Par la propriété de
BOREL-LEBESGUE, on conclut que F' est compact. (Il

n

COROLLAIRE 3.14. — Dans un compact, les parties compactes sont exactement les parties fermées.
— Toute intersection de compacts est compacts.

PROPOSITION 3.15. Soient X un espace métrique compact et (z,)ncn une suite de X. Alors (z,,)nen converge
vers a si et seulement si a est 'unique valeur d’adhérence de (,)nen-

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que a est 'unique valeur d’adhérence. Par
Pabsurde, supposons que (,)nen ne converge pas vers a. Alors il existe € > 0 tel que

VN eN,dny > N, xz,, ¢ B(a,¢).

La suite (2, ) Nen est une suite du fermé B(a, ) qui est compact. Ainsi cette suite admet une valeur d’adhérence
qu’on note £ € X. Or d(¢,a) > ¢, donc ¢ # a ce qui est impossible. Donc z,, — a |

EXEMPLE. La suite (nloni1(n))nen admet une unique valeur d’adhérence, mais elle ne converge pas. On en
déduit que R n’est pas compact.

PROPOSITION 3.16. Tout espace métrique compact est séparable.
Preuve Par le lemme de recouvrement, on peut recouvrir X par un nombre fini de boules de rayon 1/n avec

n € N* qu'on note B(z; ., 1/n) pour i € [1,N,]. Alors I'ensemble des centres {z; ,, | n € N*,i € [1,N,]} est
dense dans X. En effet, soient z € X et € > 0. Pour n > 1/e, il existe ¢ € [1, N, ] tel que = € B(z; p, ). O

PropoSITION 3.17. Dans un espace métrique, un compact est borné.

Preuve On peut extraire un recouvrement fini de J,,cn- B(zo,n) avec o € X. O
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3.3. PROPRIETES DES COMPACTS

PROPOSITION 3.18. Dans un espace métriques, les fermés bornés sont compacts si et seulement si les boules
fermées sont compactes.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que les boules fermées sont compactes. Soit B
un fermé borné. Il existe xg € X et R > 0 tel que B € B(xg,r) C Be(zg,r), donc B est fermé dans un compact,
donc il est compact. O

THEOREME 3.19 (TYCHONOFF). Tout produit de compacts est compacts.

Preuve Ce théoreme est équivalent a ’axiome du choix. Montrons ce théoréme pour un nombre fini de compact.
Soient X et Y deux espaces topologiques compacts. Soit (£2;);c; un recouvrement par des ouverts de X x Y.
Pour tout (z,y) € X x Y, il existe i € I tel que (z,y) € ;, donc il existe un rectangle R, , contenu dans €2;
et qui contient (x,y). Soit yo € X fixé. Alors {R;, | * € X} recouvre X X {yo} qui est homéomorphe & X et
donc compact. Donc il existe z1,...,Zn(y,) € X tels que

N(yo)
U Revwo O X x {0}

i=1
On les projette sur Y et on les intersectes : on obtient un ouvert Uy, de Y. Alors {U, | y € Y} recouvre Y, donc
il existe y1,...,ypm € Y tels que

M
Uu, oy
j=1

Pour yy € Y, on note Z(yo) le recouvrement {R, , | ¢ € [1, N(yo)]} de X x {yo}. Alors U;‘il Z(y;) est un
recouvrement fini de X; x Xs. De plus, chaque R, , est contenu dans un ouvert £2;. Donc I’ensemble des ouverts
), correspondants aux R, , du recouvrement est un recouvrement fini de X x Y qui est donc compact. (]

COROLLAIRE 3.20. — Les pavés de R™ pour la topologie produit sont compacts.
— Les pavés de (R™, || ||oo) sont compacts.
— Dans (R",|| ||oo), les fermés bornés sont compacts.

Fonctions continues et compacité

THEOREME 3.21. Soient X et X’ deux espaces topologiques séparés. Soit f: X — X' continue. Alors I'image
par f d’un compact dans X est compacte dans X’.

Preuve Soit (£2;);e; un recouvrement par des ouverts de f(X). Alors les parties f~1(€2;) sont des ouverts
recouvrant X, donc il existe i1,...,in € I tels que

N N
U @) o X, done [, 2 F(X).
k=1 k=1

On en déduit que 'image f(X) est compactes. a

COROLLAIRE 3.22. Soient 11 et 75 deux topologies sur un espace topologique séparé X telles que 72 C 7. Si
(X, 71) est compact, alors (X, 72) est compact.

Preuve On utilise le théoréme précédent avec la fonction Id: (X, 7)) — (X, 72) qui est continue. O

COROLLAIRE 3.23. Soient X un espace topologique compact et f: X — R continue. Alors f est bornée et
atteint ses bornes.

Preuve L’image f(X) est un compact de R, donc elle est borné et admet donc des bornes inférieure et supérieure.
Or elle est fermé, donc ses bornes sont dans f(X). O

THEOREME 3.24 (HEINE). Soient X et X’ deux espaces métriques ou X est compact. Soit f: X — X’ continue.
Alors f est uniformément continue.

Preuve Par 'absurde, supposons qu’il existe € > 0 tel que, pour tout n € N, il existe z,,y, € X tels que
d(xn,yn) < 1/n et d(f(xn), f(yn)) = . La suite (2, Yn)nen est une suite de X x X qui est compact. Soit
(Zny» Un, )keN une sous-suite convergente qui converge vers (a,b) € X x X. Comme d(zy, , yn,) < 1/ng pour tout
k € N,on aa=b. Comme f est continue, on a f(x,,) = f(a) et f(yn,) — f(b) = f(a) ce qui est impossible. O
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Chapitre 4
ESPACES VECTORIELS NORMES

41 Généralité . . . . ... 22 4.3 Compacité dans les espaces vectoriels normés . . . . . 23
4.2 Application linéaire continue . .. ... ... ... ... 22 4.3.1 Dimension finie . . .. ... ... . . 0oL 23
GENERALITE

Dans tout le chapitre, on étudie des K-espaces vectoriels normés avec K =R ou K = C.
PROPOSITION 4.1. Sur un espace vectoriel normé, les opérations d’espace vectoriel, 7. e. Paddition A: ExXFE — F
et la multiplication par un scalaire K x ' — FE, sont continues.
Preuve Montrons que 'addition est continue. Soient (2o, y0) € E X E et (X, Yn)nen une suite de E x E telle
que (Tn,Yn) — (20,y0). Comme la topologie produit est obtenue par la distance dy, on a
[A(zn, yn) = Alzo, yo) | = l|(zn + yn) — (o + yo)ll < [zn — zoll + lyn — yol — 0

ce qui montre que A est continue. De méme, on montre que la multiplication est continue. ([l

PROPOSITION 4.2. Les espaces vectoriels normés sont connexes par arcs.

Preuve Soient z,y € E. Alors lapplication t € [0,1] — tz + (1 — t)x € E est un chemin de x & y et il est
continue d’apres la proposition précédente. O

EXEMPLES. 1. Soient X un espace topologique compact et E un espace vectoriel normé. Alors %O(X ,E) est
un espace vectoriel normé muni de la norme

FeC (X, B) — | flgocx.p) = sup [ £l -

2. Soit F = %°([0,1],K). Les normes || || et || || ne sont pas équivalentes sur E.
3. Les ensembles (P (K) avec p € [1, 00] sont des espaces vectoriels normés.

APPLICATION LINEAIRE CONTINUE

REMARQUE. Soit f: ' — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés. Alors f est continue
si et seulement si elle est continue en 0. En effet, pour tout zy € F, 'application x — z + ¢ est un
homéomorphisme.

PROPOSITION 4.3. Soient f: F — F linéaire. Alors f est continue si et seulement s’il existe C' > 0 telle que
Vee B, |[f(@)lp <Clzlg,

i. e. application f est lipschitzienne.

COROLLAIRE 4.4. Deux normes définissent la méme topologie si et seulement si elles sont équivalentes.

Preuve C’est la méme topologie si et seulement si Id: (F,71) — (E,72) est un homéomorphisme. Or cette
application est linéaire, donc elle est continue si et seulement s’il existe C' > 0 tel que

Vee B, [Wd(@)|, <Cllzl, et [Id()]l, <],

Donc c’est la méme topologie si et seulement si les normes sont équivalentes. (I

NoOTATION. On note %.(E, F) I'ensemble des applications continues de E dans F', aussi appelées opérateurs
bornés.

DEFINITION-PROPOSITION 4.5. L’ensemble .Z.(E, F) est un espace vectoriel normé muni de la norme subordon-

née
£ ()|l
[E4|

feZ(E F)—|Iflll = sup < +oo
xTE
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PROPOSITION 4.6. Soient f € Z(F, E) et g € Z(G, F). Alors [|f o glll < 1]l llgll. La norme | ] est done
une norme d’algebre sur % (E, F).

4.3 COMPACITE DANS LES ESPACES VECTORIELS NORMES

4.3.1 Dimension finie

DEFINITION 4.7. Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie n € N*. Soit (eq,...,e,) une base de
E. On définit la norme || || sur E par
n
o
i=1

= max |z;|.
1<ign

Alors l'application

(x1,...,2n) —> 11 + -+ + Tpey,

est un homéomorphisme.

| COROLLAIRE 4.8. Dans (E,|| [|«), toute boule fermée est compacte.

Preuve Les pavés de K™ sont compacts. Ceux-ci sont les boules de (K", || ||s) qui sont homéomorphes aux
boules de (E, || |loo)- O

THEOREME 4.9. 1. Toutes les normes sur E sont équivalentes.
2. Les compacts de E sont exactement les parties fermées et bornées.
3. Toute application linéaire de E dans un espace vectoriel normé est continue.

Preuve 1. Soit || || une norme sur E. Montrons qu’elle est équivalente & la norme || ||oc. Soit € E qu’on écrit
sous la forme x = x1e1 + -+ + T €,. Alors

n
lz|| < Cllzll, avec C:= Z el -
i=1

On sait que Sjf||_(0,1) est fermé dans B __(0,1), donc Sjf|_(0,1) est compacte. Ainsi I'application continue
x — ||z|| est bornée et atteint ses bornes, i. e. il existe xy € E tel que

Vo € Sjf(0,1), |[[z]| = [lxo -
Alors pour tout x € E — {0}, on a

%]l = llzoll [l -
Ce qui montre 1’équivalence des normes.
2. Comme K" et (F, || |lo) sont homéomorphes, les compacts de K™ sont les compacts de E et de méme pour
les fermés. Par I'équivalence des normes, les bornées sont les mémes. De plus, on sait que les compacts K™ sont
les fermés bornés ce qui conclut. O

| PROPOSITION 4.10. Dans un espace vectoriel normé, tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé.

Preuve Soient E un espace vectoriel normé et F' C E un sous-espace vectoriel de dimension finie. Soit (2, )nen
une suite convergente de F' qui converge vers ¢ € F. Comme cette suite est bornée, il existe R > 0 tel que, pour
tout n € N, on ait x,, € Bg(0, R) N F. Comme B¢(0, R) est compact, la suite admet une valeur d’adhérence dans
F'. Par unicité, on obtient que = € F. O

THEOREME 4.11 (RIEZ). Un espace vectoriel normé est de dimension finie si et seulement si sa boule unité
fermée est compacte.

Preuve Le sens direct est évident. Réciproquement, on suppose que la boule unité fermée B est compacte. Alors

il existe x1,...,xn € E tel que
N
UB(i,1/2) > B.
i=1
Montrons que les vecteurs z; engendre E. Soit F' = Vect {x1,...,2,} C E. Par la proposition précédente, le

sous-espace vectoriel F' est fermé et

1
B CA{xy,...,z,} +B(0,1/2) CF+§B.
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Par récurrence, on montre que
1
vk e N, BCF+2—kB.

Alors pour tous n € N et z € B, il existe y € I tel que z € B(y, 1/2"), donc y € B(z,1/2"). On en déduit que =
est adhérent a F'. Donc B C F = F. Par homogénéité, on a £ C F, donc E = F. a
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SUITE DE CAUCHY

DEFINITION §5.1. Soit X un espace métrique. Une suite (z,,)nen de X est dite de CAUCHY si
Ve>0,dINeN, Vn,m > N, d(zn,zm) <e.

PROPOSITION 5.2. 1. Toute suite de CAUCHY est bornée.
2. Toute suite convergente est de CAUCHY.

PROPOSITION 5.3. Toute suite de CAUCHY admettant une sous-suite convergente converge.

ESPACE METRIQUE COMPLET
DEFINITION 5.4. On dit qu’'un espace métrique est complet si toutes ses suites de CAUCHY convergent.

EXEMPLE. Montrons que Q n’est pas complet. On peut construire une suite (2, )nen de Q telle que z,, — /2.
Cette suite ne converge pas dans Q. Cependant, elle est de CAUCHY dans R, donc elle I’est a fortiori dans Q.

THEOREME 5.5. L’espace métrique R est complet.

Preuve Soit x une suite de CAUCHY de R. On sait que z est bornée. Le théoréeme de BOLZANO-WEIERSTRASS
dans R affirme qu’alors z admet une valeur d’adhérence. La suite x converge donc. (I

THEOREME 5.6. Soient X un ensemble et X’ un espace métrique. Alors (F (X, X'),d) est complet.

Preuve  Soit (fy)nen une suite de CAUCHY de Z,(X, X'). Soit € X. On considére la suite (f,,(z))nen. Soit
e > 0. Comme la suite (f,,)nen est de CAUCHY, il existe N, € N tel que

Yn,m = Ne, doo(fnvfm) <g,

donc a fortiori
Vn,m 2 Ne,  d(fn(), fm(2)) <e. (%)

Donc la suite (f,,(x))nen est une suite de CAUCHY de X’. Comme X’ est complet, elle converge vers un certain
élément f(x) € X'. Montrons que f € % (X, X'). En faisait tendre m vers +oo dans la relation (x), puisque d
est continue, on a

Vn = Ne,  d(fa(2), f(2)) <e.

Ceci est vrai pour tout € X. On en déduit que doo(fy, f) < € pour tout n > N.. Comme les fonctions f,, sont
bornées, la fonction f I'est aussi. Il reste plus qu’a montrer que la convergence est informe et c’est le cas d’apres
la derniére inégalité. O

PROPRIETES DES ESPACES COMPLETS

PROPOSITION 5.7. Soient (X, d) un espace métrique complet et ' C X muni de la distance induite. Alors F' est
fermé dans X si et seulement si (F,d|r) est complet.

Preuve On suppose que F est fermé dans X. Soit x une suite de CAUCHY de F. Elle est de CAUCHY dans X.
Comme X est complet, elle converge dans X. Comme F' est fermé, elle converge méme dans F' ce qui montre la
complétude de F'.

Réciproquement, on suppose que (F,d|p) est complet. Soit x une suite de F' convergeant dans X. La suite =
est donc de CAUCHY dans X, donc elle 'est dans F. Comme F' est complet, elle converge dans F' ce qui montre
la fermeture de F. O
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| COROLLAIRE 5.8. Soient X un espace topologique et X’ un espace métrique. Alors (€} (X, X'), dso) est complet.

Preuve Comme il est fermé dans %, (X, X'), on en déduit qu’il est complet. O

| COROLLAIRE 5.9. Une intersection quelconque d’espaces métriques complets est compléte.

Preuve 11 suffit de remarquer que l'intersection (,c; F; est fermé dans F;, pour tout ig € I; (]

| PROPOSITION 5.10. Une union finie de sous-espaces métriques complets d’un espace métrique est complet.

Preuve Soient X un espace métrique et X1, ..., Xy des sous-espaces métriques complets de X. Soit  une
suite de X; U---U Xy. Par le principe des tiroirs, il existe ¢ € [1, N] tel que X; contiennent une sous-suite de z.
Or une sous-suite d’une suite de CAUCHY est de CAUCHY, donc la sous-suite considérée converge puisque X; est
complet. Comme z est de CAUCHY, elle converge. O

| PROPOSITION 5.11.  Un espace métrique compact est complet.

Preuve 11 suffit d’extraire une sous-suite convergente d’une suite de CAUCHY pour montrer que cette derniére
suite converge. O

| PROPOSITION 5.12. Un produit fini ou dénombrable d’espaces complets est complets.

Preuve Montrons la proposition dans le cas fini. Soient X et ¥ deux espaces métriques complets. Soit (2, Yn )neN
une suite de CAUCHY de (X x Y, d). Montrons que les suites (2, )nen €t (Yn)nen sont de CAUCHY. Pour tous
n,m €N, on a dx(Tn, Tm) < doo((Tn, Yn), (Tm, Ym)). On en déduit que (x,)nen est bien de CAUCHY. De méme
pour la suite (Y, )nen. Alors la suite (2, Yn)nen converge dans X x Y. O

5.4 POINTS FIXES

DEFINITION 5.13. Soient X un ensemble, f: X — X et x € X. On dit que z est un point fixe de f si f(z) = =.

DEFINITION 5.14. Soit X un espace métrique. On dit qu'une application f: X — X est k-contractante si elle
est k-lipschitzienne avec k < 1.

THEOREME 5.15 (du point fite de PICARD). Soient (X,d) un espace métrique complet et f: X — X une
application a-contractante. Alors f admet au moins un point fixe z € X. De plus, toute suite (x,)nen de X telle
que

Vn € N7 Tn+1 = f(xn)

converge vers ce point fixe z et
VYneN, d(z,,z) < a"d(x,x)

Preuve o Existence. Soit (z,)nen une suite de X telle que z, 1 = f(z,) pour tout n € N. Montrons qu’elle
est de CAUCHY. Pour tout n € N, on a

d(xnzyzm+1) < Oéd(fm—laxm) SR < amd(xlax())-

Ainsi pour tous m,n € N tels que n > m, on en déduit que

an

T1-a
Soit £ > 0. Comme o™ /(1 —a) — 0, il existe N € N tel que a™/(1 — «) < € pour tout n > N. Ainsi pour tous
m,n > N tels que n > m, on a d(z,,z,;,) < . Cela montre que la suite (z,,),ecn est de CAUCHY. Comme X est
complet, elle converge vers . Comme f est continue, 'unicité de la limite donne = = f(x). De plus, pour tout
n €N, on a

d(xnaxm) < d(xm7$m+1) +--+ d(xn—laxn) < d(xO; xl)(am + -+ an—l)

d(xg,1).

d(zp, ) < d(fo-1, f(2)) < ad(zp-1,2) < -+ < a"d(z0, 7). U

5.5 PLONGEMENT DES APPLICATIONS UNIFORMEMENT CONTINUES

THEOREME 5.16. Soient X un espace métrique et X’ un espace métrique complet. Soit Y C X une partie dense
dans X. Soit f: Y — X’ uniformément continue. Alors f admet un unique prolongement continu de X dans X”’.
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Preuve On doit montrer que f admet une limite en chaque point de Y = X. Soient € X et (x,,)nen une suite
de CAUCHY tels que x,, — x. Montrons que la suite (f(z,))nen converge, i. e. est de CAUCHY. On sait que la
suite (zp)nen est de CAUCHY. Comme f est uniformément continue, la suite (f(z,))nen est de CAUCHY, donc
elle converge dans X’. Ainsi la fonction f admet une limite en x. Par séparation, cette limite est unique. O

REMARQUE. En particulier, cet unique prolongement est uniformément continu.

ESPACE DE BANACH

DEFINITION 5.17. Un espace vectoriel normé E sur R ou C est un espace de BANACH s’il est complet pour la
distance naturelle.

PROPOSITION 5.18. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de BANACH.

Preuve La propriété est vraie pour les espaces vectoriels normés K™ puisque ce sont des produits finis d’espaces
métriques complets. Par équivalence des normes, c’est vrai pour des espaces vectoriels normés de dimension

finie. O

PROPOSITION §5.19. Soient X un ensemble et E un espace de BANACH. Alors %, (X, E) est un espace de
BANACH muni de la norme uniforme. Si X est un espace topologique, alors %g(X , E) est un espace de BANACH.

EXEMPLE. Montrons de I’espace vectoriel normé E := €°(]—1,1[, R) muni de la norme || ||; n’est pas un espace
de BANACH. Pour n € N, on pose

0 six <0,
foize[-11]—<nz si0<a<1/n,
1 siz>1/n.

Alors la suite (f)nen de E ne converge pas dans E. Cependant elle est de CAUCHY puisque, pour tous m,n € N
tels que m < n, on a

1/n 1/n 9
- = — de < 2 lde=— — 0.
o= bl = [ 1fale) = Fmlde <2 [ 1de =2 0
PROPOSITION 5.20. Soient F un espace vectoriel normé, F' un espace de BANACH et D C E un sous-espace
vectoriel dense dans E. Alors toute application linéaire continue de D dans F' se prolonge de maniére unique en
une application linéaire continue de E dans F'.

Preuve Une application linéaire continue est lipschitzienne, donc elle est a fortiori uniformément continue. On
applique alors le théoreme 5.16. La linéarité vient de l'unicité. O

DEFINITION 5.21.  Soit (2,)nen une suite d’un espace vectoriel normé E. On dit que la série >~ z,, est absolument
convergence si la série ||z, || converge.

THEOREME 5.22. Un espace vectoriel normé est un espace de BANACH si et seulement si toute série absolument
convergente converge.

Prewve Soit E un espace de BANACH. Soit (,)nen une suite telle que Y 02 ||z, || < +o0o0. Montrons que cette
suite est de CAUCHY. On note (S,)nen la suite des sommes partielles de la série Y x,,. Pour tous m,n € N tels
que m < n, on a

||sn—sm\|=H 3 kag 3 el = S0 - Sl avee Sy = [zl
k=0

k=m+1 k=m+1
La suite (3, )nen converge, donc elle est de CAUCHY. Soit € > 0. Alors il existe N € N tel que
Yn,m 2= N, |¥,—X,|<e.
On en déduit alors que la suite (S, )nen est de CAUCHY. Comme E est complet, cette derniére converge, i. e. la
série _ x, converge.

Réciproquement, supposons que E est un espace vectoriel normé ou toute série absolument convergente
converge. Montrons qu’il est complet. Soit (2, )nen une suite de CAUCHY de E. Pour tout k € N*, il existe
Ni € N tel que

Yn,m > Ny, ||©n — 2| < 1/Ek%
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Alors pour tout £ € N, on a
k—1 [e'S) 1
Z HxNHl —xNk” < Z ) < +00.
n=1 n=1

On en déduit que la série Y~ (zn,, — =N, ) converge absolument. Ainsi la suite (zn, )ren converge, donc la suite
(zn)nen converge. Donc E est un espace de BANACH. a

¢ REMARQUE. Si FE est un espace de BANACH, alors Z.(E) est un espace de BANACH.

THEOREME §5.23. Soient F un espace de BANACH et A € %, (E) tel que ||A|| < 1. Alors Idg — A est inversible
dinverse 3 ey AF.

Preuve La série > AF converge absolument, donc elle converge. En composant par Idz — A, on obtient Idg. O

COROLLAIRE 5.24. L’ensemble ¥ .(E), i. e. 'ensemble des applications continues inversibles d’inverse continu,
est un ouvert de Z.(E).

PROPOSITION 5.25. Soit (an)nen une suite de R ou C telle que la série entiere > a,2™ ait un rayon de
convergence R > 0. Alors pour tout A € Z,(E) tel que ||A]| < R, la série > a, A™ converge.
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